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1. Введение 

Разработка и отладка программного обеспе-

чения автоматизированных систем управления 

технологическими процессами должна базиро-

ваться на модели, адекватно учитывающей ос-

новные параметры и алгоритмы функциониро-

вания объекта автоматизации. 

К надёжности функционирования 

и к функциональной безопасности программ-

ного обеспечения систем управления сложными 

техническими процессами предъявляются повы-

шенные требования. В связи с этим при разра-

ботке программного обеспечения необходимо 

применять модели, отражающие существенные 

и наиболее важные характеристики функциони-

рования объекта автоматизации. 

Использование функциональных моделей 

объекта автоматизации необходимо в тех слу-

чаях, когда оценку корректности системы управ-

ления невозможно осуществить в условиях дей-

ствующего объекта автоматизации в связи 

с ущербом, который может быть нанесен систе-

мой управления из-за ошибок в прикладном про-

граммном обеспечении. 

Существует большое количество средств мо-

делирования технологических процессов, при-

меняемых в настоящее время. Такие средства ос-

нованы на математических моделях, системах 

искусственного интеллекта, машинного обуче-

ния и технологии цифровых двойников. 

2. Цифровые двойники 

2.1. Определения цифровых 

 двойников 
Формальные идеи цифровых двойников воз-

никли в двухтысячные годы [1]. Однако, долгое 

время не существовало ни строго определения 

этого понятия, ни технической возможности ре-

ализации модели такого уровня сложности. При-

ведем несколько определений цифровых двой-

ников: 

Цифровой двойник — это интегрированная 

мультифизическая, многомасштабная вероят-

ностная симуляция готового транспортного 

средства или системы, в которой используются 

наилучшие доступные физические модели, об-

новления датчиков, история парка и т. д., чтобы 

отразить жизнь соответствующего летающего 

двойника. NASA, 2012 [2]. 

Цифровой двойник — это компьютеризиро-

ванная модель физического устройства или си-

стемы, в которой представлены все функцио-

нальные особенности и связи с рабочими эле-

ментами. Чен, 2017 [3] 

Цифровой двойник представляет собой жи-

вую модель физического актива или системы, ко-

торая постоянно адаптируется к операционным 

изменениям на основе собранных онлайн-дан-

ных и информации и может прогнозировать бу-

дущее соответствующего физического аналога. 

Лю и др., 2018 [4]. 

Цифровой двойник — это набор виртуальной 

информации, которая полностью описывает по-

тенциальное или реальное физическое произ-

водство от микроатомного до макрогеометриче-

ского уровня. Чжэн и соавторы, 2018 [5]. 

Цифровой двойник — это цифровое пред-

ставление физического предмета или сборки 

с использованием интегрированных симуляций 

и сервисных данных. Цифровое представление 

содержит информацию из нескольких источни-

ков на протяжении всего жизненного цикла про-

дукта. Эта информация постоянно обновляется и 

визуализируется различными способами для 

прогнозирования текущих и будущих условий 

как в проектной, так и в операционной среде, 

чтобы улучшить процесс принятия решений. 

Врабич и др., 2018 [6]. 
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Цифровой двойник — это виртуальный эк-

земпляр физической системы (двойника), кото-

рый постоянно обновляется данными о произво-

дительности, обслуживании и состоянии по-

следней на протяжении всего жизненного цикла 

физической системы. Манди, 2019 [7]. 

В 2021 был издан ГОСТ Р 57700.37-2021 

«Компьютерные модели и моделирование. Циф-

ровые двойники изделий. Общие положения», 

содержащий следующее определение. Цифро-

вой двойник изделия — система, состоящая из 

цифровой модели изделия и двусторонних ин-

формационных связей с изделием (при наличии 

изделия) и (или) его составными частями [8]. 

2.2. GE Predix 
Predix — это облачная платформа для про-

мышленного интернета, разработанная компа-

нией General Electric для анализа больших дан-

ных в промышленности с учетом соблюдения 

всех требований кибербезопасности [9]. Дат-

чики, установленные на подключенном к си-

стеме оборудовании, собирают большие объемы 

информации, хранящиеся в единой защищенной 

облачной платформе. Программное обеспечение 

на базе Predix использует систему предиктивной 

аналитики для изучения данных, обнаружения и 

диагностики неисправностей, что повышает 

надежность и доступность активов, одновре-

менно снижая затраты на эксплуатацию и обслу-

живание. Predix обеспечивает повышение эф-

фективности благодаря объединению разрознен-

ных источников данных в единое информацион-

ное пространство и использованию передовых 

средств анализа для принятия правильных реше-

ний. 

Наиболее мощной частью Predix является 

анализ больших данных на основе цифровых 

двойников, при котором различные исходные со-

стояния физического оборудования собираются 

и хранятся в виртуальном информационном про-

странстве, а оборудование управляется путем 

построения точных моделей и прогнозов поведе-

ния. 

Predix содержит каталог моделей, разрабо-

танных компанией General Electric и ее партне-

рами в форме программных интерфейсов прило-

жений (API), и предоставляет тестовые данные, 

чтобы пользователи могли быстро использовать 

существующие модели для обучения своих мо-

делей. Разработанные пользователями модели 

также могут публиковаться в этом каталоге мо-

делей и использоваться другими пользовате-

лями. Данные модели включают в себя обнару-

жение аномалий, анализ, обработку сигналов, 

контроль качества и оптимизацию работы. В со-

ответствии с широко признанными типами ана-

лиза больших промышленных данных, анализ 

можно разделить на диагностический, прогнози-

рующий и превентивный. 

В дополнение к этим моделям анализа, Gen-

eral Electric предоставляет более 300 моделей ак-

тивов и процессов. Эти модели связаны 

с различными продуктами General Electric, 

включающими различные атрибуты и 3D-мо-

дели, удобные для пользователей для быстрого 

создания цифровых двойников. 

Примеры использования системы Predix: 

- прогнозный анализ работы оборудования 

в режиме реального времени; 

- превентивная аналитика; 

- оперативное управление производством; 

- хранение и обработка технологических дан-

ных; 

- оптимизация технологического процесса; 

- техническое обслуживание и ремонт про-

мышленного оборудования. 

2.3. ThingWorx 
ThingWorx — платформа, предназначенная 

для сборки и запуска компонентов промышлен-

ного интернета вещей. С её помощью можно со-

кратить временные, финансовые затраты 

на ремонт и снизить риски выхода оборудования 

из строя [10]. 

ThingWorx предоставляет возможность быст-

рой сборки и запуска сетевых приложений для 

реализации новых возможностей в стреми-

тельно развивающемся мире интернета вещей 

с помощью цифровых двойников. Цифровые 

двойники содержат информацию, описываю-

щую изделие и находящуюся в разных системах 

учета [11].  

Платформа ThingWorx Converge взаимодей-

ствует с такими системами через реализованные 

в них интерфейсы программирования приложе-

ний API. Она понимает взаимосвязь между изде-

лиями и информацией о них, хранящейся 

в других системах. Converge выступает посред-

ником между цифровым двойником и приложе-

ниями, которые им пользуются. Приложения по-

лучают информацию от цифровых двойников и 

могут управлять ими через предоставленный 

API. 

Совместно с ThingWorx может использо-

ваться решение ColdLight, позволяющее прово-

дить прогнозирующий анализ собранных дан-

ных и фильтровать их для дальнейшей обра-

ботки с использованием методов интеллектуаль-

ного анализа. Эта система дает доступ ко всем 

данным, необходимым для получения представ-

ления обо всех доступных возможностях, благо-

даря чему можно принять информированное ре-

шение. 

2.4. Автодискавери 
Программно-аппаратный комплекс "Авто-
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дискавери", созданный проектом "Цифровые до-

роги", является системой узкого назначения. Он 

предназначен для создания цифровых двойников 

и контроля состояния объектов дорожно-транс-

портной инфраструктуры. Это решение позво-

ляет получать актуальные данные о состоянии 

объектов дорожно-транспортной инфраструк-

туры, принимать оперативные меры по восста-

новлению поврежденных объектов, 

а также в автоматизированном режиме готовить 

необходимую документацию [12]. 

Мобильные лаборатории комплекса проводят 

автоматизированную оцифровку объектов до-

рожно-транспортной инфраструктуры при про-

езде с точными измерениями координат 

и параметров объектов и панорамными фото. 

Благодаря разработкам на базе машинного зре-

ния, нейросетевого анализа, LiDAR-

технологиям система с точностью позициониро-

вания 10 см в режиме онлайн определяет 

и классифицирует объекты на дороге — свето-

форы, дорожные знаки, дорожное полотно, и их 

текущее состояние. В результате получается 

полное документирование, картографическая 

подложка и паспорта объектов со всей историей 

и актуальными данными. 

Система "Автодискавери" полностью авто-

матизирована, благодаря чему исключается че-

ловеческий фактор и повышается производи-

тельность оцифровки, так как актуальные пара-

метры объектов структурируются и заносятся в 

базу во время проезда без долгой ручной обра-

ботки. Производительность одной мобильной 

лаборатории — 150 км в день. Оцифровка города 

с протяженностью улично-дорожной сети 

до 1000 км и преимущественно двухполосным 

движением по каждому из направлений зани-

мает не более 2 недель. 

2.5. Zenkit 
Проект Zenkit интересен тем, что он пред-

ставляет собой программное обеспечение, под-

держивающее создание цифровых близнецов 

для рабочих процессов компании. Данное циф-

ровое решение создает точную копию бизнеса 

и позволяет отслеживать результаты развития 

в реальном времени [13]. 

Zenkit предоставляет возможность использо-

вания только необходимых функций программы. 

Пользователь сам определяет, какую информа-

цию он хочет отслеживать, как и где ее хранить, 

и кто может получить к ней доступ. 

С помощью произвольных полей можно объ-

единить сразу несколько элементов компании 

воедино: клиентские данные, документацию, 

счета, проекты, ресурсы, события и т.д. Техноло-

гия Zenkit позволяет соединить данные аспекты 

и эффективно использовать их совместный по-

тенциал. Имеются различные режимы отображе-

ния данных: календарь для планирования задач, 

канбан-доска для индивидуальных заданий, таб-

лица для отслеживания важных показателей с 

помощью формул. 

Zenkit может стать цифровым двойником для 

любой компании, команды или цели. В нем есть 

возможность управления проектами в режиме 

реального времени, задания участникам рабочих 

пространств, обсуждения работы, используя 

функции комментирования 

и упоминания. Возможно использование Zenkit 

для хранения данных и помощи клиентам, отсле-

живания потенциальных клиентов, управления 

воронкой продаж и обеспечения клиентам пря-

мого доступ к их счетам, проектам и системе 

коммуникации. 

В Zenkit можно загружать документы 

и изображения, хранящиеся на компьютере или 

в любом облачном хранилище, открыть к ним 

доступ для коллег для совместной работы 

над проектами. 

Также есть возможность создания и управле-

ния базой данных сотрудников компании. 

В Zenkit можно настроить канал для внутренней 

коммуникации, подготовить ресурсы для озна-

комления новых сотрудников с рабочими про-

цессами, управлять заявлениями о приеме на ра-

боту, назначать зарплату и т.д. 

2.6. Ansys Twin Builder 
Ansys Twin Builder — это инструмент 

для создания, валидации и развертывания циф-

ровых двойников и предиктивного обслужива-

ния производственных активов [14]. 

Цифровой двойник применяется на всех ста-

диях жизненного цикла изделия. На этапе эскиз-

ного проектирования создаются различные ва-

рианты модели и выбирается наиболее опти-

мальное техническое решение. Далее 

на этапе технического проектирования создан-

ная модель дорабатывается с учетом взаимодей-

ствия всех компонентов системы, режимов ра-

боты ПО и условий окружающей среды. 

На этапе изготовления происходит определение 

допусков и требований для обеспечения желае-

мых характеристик и безотказной работы изде-

лия. Получаемые во время эксплуатации цифро-

вого двойника данные обеспечивают своевре-

менную диагностику системы и перекалибровку 

ее параметров с учетом новых потребностей по-

требителя. 

Предиктивная аналитика данных, получае-

мых в режиме реального времени от виртуаль-

ных датчиков, обеспечивается за счет удобной 

интеграции Ansys Twin Builder с платформами 

промышленного интернета вещей. 

Разработка цифрового двойника Ansys Twin 
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Builder ускоряется благодаря использованию го-

товых моделей и элементов: 

- стандартные языки и форматы обмена 

данными: VHDL-AMS (IEEE 1076.1), Modelica, 

SML (Simplorer Modeling Language), FMI (Func-

tional Mock-up Interface), C/C ++, SPICE; 

- обширные библиотеки 0D-элементов 

для разных областей применения; 

- 3D-решатели и модели пониженного по-

рядка (ROM); 

- импорт моделей, созданных в Simulink; 

- экспорт созданных на Modelica моделей 

в формате FMU; 

- использование SCADE Suite для верифика-

ции, оптимизации и калибровки параметров без-

опасности критически важного встроенного 

программного обеспечения. 

Эффективность валидации и оптимизации 

характеристик системы повышается благодаря 

следующим характеристикам: 

- эффективный алгоритм синхронизации 

и адаптивной настройки решателей на каждом 

временном шаге; 

- подключение к высокопроизводительным 

вычислительным ресурсам; 

- продолжение расчета после сохранения 

проекта; 

- изменение значений переменных в режиме 

реального времени для улучшения характери-

стик модели; 

- использование Ansys DesignXplorer 

для выполнения сложной параметрической оп-

тимизации; 

- использование SCADE Display для модели-

рования интерактивного человеко-машинного 

интерфейса (HMI); 

- создание сценариев на Python или Visual 

Basic для автоматизации процессов моделирова-

ния; 

- создание пользовательских инструментов 

с API-интерфейсом для Python; 

- подключение новых библиотек моделей 

и расширений из магазина Ansys ACT. 

Повышение производительности достига-

ется за счет следующих возможностей 

- быстрое подключение к поддерживаемым 

платформам промышленного интернета вещей 

(IIoT); 

- экспорт моделей для создания межплатфор-

менной, облачной инфраструктуры цифровых 

двойников для IIoT-платформ SAP, PTC или GE 

Predix; 

- большой выбор графических и табличных 

отчетов для визуализации результатов модели-

рования; 

- быстрый экспорт диаграмм, графиков 

и таблиц в Microsoft Excel или в различные фор-

маты файлов изображений; 

- автоматическое создание сводных отчетов 

по результатам моделирования в HTML и PDF. 

2.7. Решения Siemens 
Создание цифрового двойника производства 

с помощью средств Siemens на примере произ-

водства напитка [15]. 

На первом этапе происходит создание цифро-

вого двойника продукта в соответствии 

с точным процессом приготовления. Это гаран-

тирует, что необходимые ингредиенты будут 

смешаны в правильной пропорции и концентра-

циях. Для создания такого цифрового двойника 

используется SIMATIC IT R&D Suite, который 

поддерживает процесс разработки с учетом пра-

вил на различных рынках. Рецептура напитка 

определяется на основе одобренных ингредиен-

тов. Дальше происходит моделирование и опти-

мизация в соответствии с требуемыми свой-

ствами, например, количеством калорий. Про-

цесс формирования продукта приводит к опре-

делению рецепта и соответствующей таблицы 

питательных веществ. 

Далее происходит создание дизайна упа-

ковки в виртуальное среде, например, с помо-

щью SIEMENS NX. В результате получается 

цифровой двойник упаковки, содержащий дан-

ные 

о компонентах и материалах, из которых она бу-

дет изготавливаться, физических свойствах, 

форме и размерах деталей, а также их 3D мо-

дели. Затем происходит моделирование стресс-

теста цифрового двойника, например, с помо-

щью Simcenter. С помощью моделирования мы 

можем, например, гарантировать, что жидкость 

не будет выливаться каждый раз, когда потреби-

тель берёт открытую бутылку. 

После создания цифрового двойника про-

дукта можно перейти к разработке цифрового 

двойника процесса производства или техноло-

гии. Эта задача решается с помощью программ-

ного продукта COMOS, в котором планируется и 

проверятся производственный процесс, начиная 

с определения технологической схемы процесса, 

создания схемы трубопроводов и контрольно-из-

мерительных приборов. 

На основе цифрового двойника процесса 

производства можно построить цифровой двой-

ник производственной линии. С помощью Tecn-

omatix Line Designer проектируется 

и при необходимости визуализируется компо-

новка производственных линий. Это цифровой 

двойник производственной линии, который по-

может ещё до строительства реального объекта 

оптимизировать весь процесс на каждом шаге 

производства, вплоть до управления каждым 

устройством линии. При этом есть возможность 

использования цифровых двойников компонен-
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тов и агрегатов линии от поставщиков и произ-

водителей оборудования. 

При наличии цифрового двойника процесса 

производства и производственной линии можно, 

например, с помощью Tecnomatix Plant Simula-

tion, оптимизировать потоки материала 

и пропускную способность, обнаружить узкие 

места и оптимизировать энергопотребление бу-

дущего завода. 

При наличии цифрового двойника производ-

ства можно сделать виртуальную прогулку по 

этому производству, что очень хорошо подходит 

для обучения будущего персонала и проверки 

комфортности рабочей среды. 

На основе имеющихся цифровых двойников 

оборудования, электрических схем и процесса 

производства, полученных на предыдущих эта-

пах, можно создать в автоматическом режиме 

в TIA Portal программу, управляющую произ-

водством, для программируемых логических 

контроллеров. 

Общий результат комплексно проверяется 

с помощью виртуального ввода в эксплуатацию 

в процессе моделирования завода, например, 

в Tecnomatix и на виртуальном контроллере SI-

MATIC на PLCSIM Advanced и виртуальном 

двойнике HMI. Такая взаимная интеграция поз-

воляет произвести полное тестирование произ-

водства в виртуальной среде за счёт цифровых 

двойников. 

Для достижения высокого уровня эффектив-

ности важно оптимизировать созданную после-

довательность производства, например, с помо-

щью программного обеспечения SIMATIC Pre-

actor. Это позволит планировать правильную и 

эффективную последовательность операций 

в соответствии с наличием ресурсов завода 

и возможными ограничениями. 

Контроль качества продукции также закла-

дывается на этапе создания производства. 

Например, можно использовать ПО SIMATIC IT 

Unified Architecture, позволяющее построить си-

стему менеджмента качества, которая будет га-

рантировать качество продукции. Все возмож-

ные, даже минимальные отклонения 

на этапе производства немедленно будут посту-

пать в систему. Это позволит обеспечить кон-

троль качества и максимально снизить любые 

отклонения. 

С помощью SIMATIC IT Unified Architecture 

Manufacturing Intelligence можно получить 

оценку производительности производственной 

линии. Также можно обеспечить глубокую дета-

лизацию временных измерений (например, 

вплоть до дня или смены), оборудования, уста-

новленного на каждом участке (вплоть до от-

дельных единиц), а также других параметров, 

связанных с заказами и продуктами. 

2.8. Цифровые двойники в медицине 
Как технология цифровых двойников ис-

пользуется в здравоохранении? 

В системах здравоохранения цифровые двой-

ники используются для создания цифровых 

представлений медицинских данных, таких как 

больничная среда, результаты лабораторных ис-

следований, физиология человека и т. д., 

с помощью компьютерных моделей [16]. 

Технологию цифровых двойников можно ис-

пользовать для создания виртуального двойника 

больницы для анализа операционных стратегий, 

возможностей, кадрового обеспечения и моде-

лей ухода для выявления областей, требующих 

улучшения, прогнозирования возможных про-

блем и оптимизации организационных страте-

гий. Таким образом, цифровые двойники боль-

ниц позволяют: 

- оптимизировать ресурсы. Использование 

исторических данных и данных в режиме реаль-

ного времени о работе больниц и окружении 

(например, о случаях COVID-19, автомобиль-

ных авариях и т. д.) для создания цифровых 

двойников позволяет руководству больницы вы-

являть нехватку коек и оптимизировать графики 

работы персонала. Такая информация повышает 

эффективность использования ресурсов и опти-

мизирует работу больницы и персонала при од-

новременном снижении затрат; 

- управлять рисками. Цифровые двойники 

обеспечивают безопасную среду для тестирова-

ния изменений в производительности системы 

(количества персонала, вакансий в операцион-

ных, обслуживания устройств и т. д.), что позво-

ляет принимать стратегические решения 

на основе данных в сложной и чувствительной 

среде. 

IBM Process Mining создает цифрового двой-

ника организации, который можно применять 

для создания цифровых копий организационных 

процессов в медицинских учреждениях. Это 

позволяет запускать симуляции, выявлять узкие 

места до их возникновения и выявлять возмож-

ности автоматизации. 

Цифровые двойники также применяются для 

моделирования органов и отдельных клеток или 

индивидуального генетического состава, физио-

логических характеристик и привычек для со-

здания персонализированных лекарств 

и планов лечения. Эти копии внутренних систем 

человеческого тела улучшают медицинское об-

служивание и лечение пациентов за счет инди-

видуальных диагностики и планирования лече-

ния. 

Цифровые двойники могут улучшить проек-

тирование, разработку, тестирование и монито-

ринг новых лекарств и медицинских устройств. 
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Например, цифровые двойники лекарств и хи-

мических веществ позволяют модифицировать 

или переделывать лекарства с учетом размера 

частиц и характеристик состава для повышения 

эффективности. Цифровые двойники медицин-

ского устройства позволяют разработчикам те-

стировать характеристики или использование 

устройства, вносить изменения в дизайн 

или материалы, а также проверять успех 

или неудачу модификаций в виртуальной среде 

перед производством. Это значительно снижает 

число отказов и повышает производительность и 

безопасность конечного продукта. 

Каковы проблемы цифровых двойников 

в здравоохранении? 

Некоторые из проблем, с которыми сталкива-

ется внедрение цифровых двойников в здраво-

охранении, включают: 

- ограниченное принятие. Технология цифро-

вых двойников не получила широкого распро-

странения в клинической практике. С другой 

стороны, даже несмотря на то, что система здра-

воохранения наращивает использование цифро-

вых двойников, утверждается, что это остается 

дорогим и доступным не для всех. Технология 

цифровых двойников станет преимуществом, 

предназначенным для людей 

с более высокими финансовыми возможно-

стями, что приведет к неравенству в системе 

здравоохранения; 

- качество данных. Система искусственного 

интеллекта в цифровых двойниках учится 

на доступных биомедицинских данных, но каче-

ство данных может оказаться плохим. Следова-

тельно, анализ и представление таких данных 

становится проблематичным. Это в конечном 

итоге негативно влияет на модели, что также 

влияет на надежность моделей в процессах диа-

гностики и лечения; 

- конфиденциальность данных. Применение 

цифровых двойников требует от организаций 

здравоохранения и страховых компаний сбора 

все большего количества данных на индивиду-

альном уровне. Со временем эти организации 

здравоохранения получают подробный слепок 

информации о биологическом, генетическом, 

физическом состоянии и образе жизни человека. 

2.9. Ditto 
Eclipse Ditto — это инструмент для создания 

цифровых двойников для интернета вещей 

с открытым исходным кодом. Технология потен-

циально отражает большое количество цифро-

вых двойников, живущих в цифровом мире 

с физическими объектами. Это упрощает разра-

ботку решений для разработчиков программного 

обеспечения, поскольку им не нужно знать, как 

и где именно связаны физические объекты. С по-

мощью Ditto объект можно использовать как лю-

бой другой веб-сервис через его цифрового 

двойника [17]. 

Ditto не является полноценной платформой 

интернета вещей. Он не предоставляет про-

граммное обеспечение, работающее на шлюзах 

интернета вещей, и не определяет и не реализует 

протокол интернета вещей для связи 

с устройствами. Основное внимание уделяется 

внутренним сценариям через веб-API 

для упрощения работы с уже подключенными 

устройствами и объектами из клиентских прило-

жений или другого серверного программного 

обеспечения. Ditto также не указывает, какие 

данные или какую структуру должен предостав-

лять объект в интернете вещей. 

Ditto можно использовать, чтобы получить 

полноценный API с поддержкой авторизации 

(HTTP, WebSocket и другие протоколы обмена 

сообщениями) для взаимодействия с цифро-

выми двойниками. 

В типичном сценарии использования интер-

нета вещей есть несколько мест для реализации 

программного обеспечения: 

- на оборудовании или рядом с ним с исполь-

зованием языков программирования высокого 

уровня C/C++ или Python; 

- опционально на шлюзе, устанавливающем 

подключение к Интернету (например, на основе 

Eclipse Kura); 

- в мобильном или веб-приложении с исполь-

зованием языков программирования высокого 

уровня Java, Javascript, Swift и т. д.; 

- в серверной части, выполняющей задачи 

предоставления прикладного интерфейса (API), 

маршрутизации запросов, обеспечения санкцио-

нированного доступа и предоставления данных 

и уведомлений. 

Ditto фокусируется на решении серверных 

задач («бэкенда») в таких сценариях. Его цель — 

избавить решения интернета вещей от необходи-

мости внедрять и эксплуатировать настраивае-

мую серверную часть. Вместо этого, используя 

Eclipse Ditto, пользователи могут сосредото-

читься на бизнес-требованиях, на подключении 

устройств к облаку или серверной части и на 

внедрении бизнес-приложений. 

2.10. iModel.js 
iModel.js — это платформа с открытым ис-

ходным кодом для создания, использования 

и интеграции цифровых двойников инфраструк-

туры — цифровых представлений актива или си-

стемы, а также контекста и элементов управле-

ния. Операторы инфраструктуры используют 

цифровых двойников для лучшего планирова-

ния, эксплуатации и обслуживания активов [18]. 

Сердцем цифрового двойника инфраструк-
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туры является реляционная база данных, извест-

ная как iModel, которая содержит компоненты, 

собранные из многих источников. Изменения в 

iModel управляются iModelHub и синхронизиру-

ются с распределенными копиями, создавая рас-

пределенную базу данных. Платформу iModel.js 

можно использовать для интеграции цифрового 

двойника инфраструктуры 

в цифровые рабочие процессы. Она содержит 

инструменты для создания, визуализации, за-

проса, анализа данных, синхронизации, согласо-

вания и защиты цифрового двойника. 

iModel.js благодаря гибкости и открытости 

легко использовать и интегрировать с другими 

системами. В нем используются стандартные 

облачные и веб-технологии, выбранные для сни-

жения входного сопротивления существующей 

кодовой базы и сохранения гибкости с течением 

времени. 

3. Математическое  

моделирование 

3.1. Математические модели 
Модели можно поделить на детерминирован-

ные и стохастические. В детерминированных 

моделях все факторы, оказывающие влияние на 

развитие ситуации принятия решения, одно-

значно определены и их значения известны в мо-

мент принятия решения. Стохастические модели 

предполагают наличие элемента неопределенно-

сти, учитывают возможное вероятностное рас-

пределение значений факторов 

и параметров, определяющих развитие ситуации 

[19]. 

Среди детерминированных моделей широко 

распространены задачи линейного программи-

рования. Линейное программирование — это 

набор методов, используемых в математическом 

программировании, также называемых матема-

тической оптимизацией. Эти методы использу-

ются для решения систем линейных уравнений 

и неравенств, перед которыми стоит цель макси-

мизации или минимизации некоторой линейной 

функции. Если переменные решения должны 

быть целыми числами, такая модель называется 

целочисленной моделью программирования. 

Пример ситуаций, в которых может быть по-

лезна модель детерминированной оптимизации: 

- ассортимент продукции — определить, ка-

кое количество продукции каждого типа необхо-

димо производить с учетом ограничений 

на имеющиеся ресурсы; 

- планирование производства — определить, 

сколько каждого вида продукции нужно произ-

водить в разные периоды времени, чтобы выпол-

нить заданные объемы производства к опреде-

ленному времени; 

- смешивание — определить наилучшую 

смесь исходных материалов для минимизации 

затрат на производство смеси; 

- резка материала — определить лучший спо-

соб резки ресурсного материала, чтобы макси-

мизировать прибыль. Например, бревно можно 

распилить на пиломатериалы разных размеров, 

которые можно продать по разным ценам; 

- кадровое обеспечение — определить 

наилучший способ назначения людей на работу, 

чтобы максимизировать их предпочтения 

или максимизировать производительность, ис-

ходя из их способностей на разных работах; 

- транспортировка — определить наилучший 

способ маршрутизации ресурсов через транс-

портную сеть, чтобы минимизировать затраты, 

при этом доставив соответствующее количество 

ресурсов в каждое место; 

- назначение — определить наилучший спо-

соб назначения ресурсов задачам; 

- задача коммивояжера — определить луч-

ший маршрут среди множества точек, который 

содержит каждую точку хотя бы один раз. 

3.2. Excel Solver 
Solver — это плагин для Microsoft Excel 

для решения задач оптимизационного анализа 

[20]. 

Оптимизационный анализ представляет со-

бой более сложное расширение целевого ана-

лиза. Вместо того, чтобы устанавливать конкрет-

ное целевое значение для переменной, цель со-

стоит в том, чтобы найти оптимальное значение 

для одной или нескольких целевых переменных 

при определенных ограничениях. Затем одна 

или несколько других переменных многократно 

изменяются с учетом указанных ограничений, 

пока не будут найдены наилучшие значения для 

целевых переменных. 

В Excel можно использовать Solver, чтобы 

найти оптимальное значение (максимальное, 

минимальное, или определенное значение) 

для формулы в одной ячейке, называемой целе-

вой ячейкой, с учетом определенных ограниче-

ний или ограничений для значений других ячеек 

формулы на листе. Это означает, что Solver рабо-

тает с группой ячеек, называемых переменными 

решения, которые используются 

при вычислении формул в ячейках целей 

и ограничений. Solver корректирует значения 

в ячейках переменных решения, чтобы удовле-

творить ограничения на ячейки ограничений 

и получить результат, который вы хотите полу-

чить для целевой ячейки. 

Solver можно использовать, чтобы найти оп-

тимальные решения для различных проблем, та-

ких как: 

- определение ежемесячного ассортимента 

продукции для подразделения по производству 
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лекарств, которое максимизирует рентабель-

ность; 

- планирование рабочей силы в организации; 

- решение транспортных проблем; 

- финансовое планирование и бюджетирова-

ние. 

Методы решения, используемые Solver: 

- симплекс-метод. Используется для линей-

ных задач; 

- метод обобщенного приведенного гради-

ента. Используется для нелинейных задач; 

- эволюционный метод. Используется 

для нелинейных задач. 

3.3. GIBBS 
GIBBS — это компьютерная программа ком-

плексного моделирования технологических про-

цессов промысловой подготовки, переработки и 

транспорта природного и попутного газа, газо-

вого конденсата и нефти. Наиболее полный 

набор моделей позволяет описать свойства сы-

рья и продуктов, определить затраты тепла, 

энергии, материально-тепловой баланс произ-

водства, массовые и объемные выходы 

и состав продуктов, их соответствие действую-

щим стандартам [21]. 

Используемые теоретические методы, в ос-

нове которых лежат принципы современной тех-

нической термодинамики и использование урав-

нения состояния для расчета фазовых превраще-

ний и теплофизических свойств углеводородных 

смесей, являются универсальными 

и позволяют моделировать в широком диапазоне 

условий следующие технологические процессы: 

- процессы промысловой подготовки природ-

ного газа, включая установки низкотемператур-

ной сепарации и конденсации; 

- процессы обработки газа с вводом, сбором 

и регенерацией ингибиторов гидратообразова-

ния; 

- процессы промысловой и заводской подго-

товки и переработки газоконденсата и нефти, 

включая деэтанизацию, стабилизацию и фракци-

онирование; 

- процессы низкотемпературного выделения 

сжиженных углеводородных газов, этана, гелия 

и азота из природного газа, фракционирования 

смесей легких углеводородов, холодильные 

циклы, низкотемпературные детандерные за-

воды; 

- процессы сжижения природного газа; 

- процессы тепловых станций на водяном 

паре; 

- процессы многофазного транспорта нефте-

газоконденсатных смесей, включая транспорт 

неньютоновских жидкостей и водонефтяных 

эмульсий; 

- процессы аминовой очистки газа от кислых 

компонентов. 

Технологическая модель производства, по-

строенная с помощью GIBBS, позволяет решить 

проблемы, возникающие на этапе его эксплуата-

ции. Например, почему свойства продукта отли-

чаются от ожидаемых, что делать, если измени-

лось качество сырья или его состав и т.п. 

Пользуясь ПО GIBBS, инженер-технолог 

не просто работает с изображением технологи-

ческой схемы. Он может создавать сложные мно-

гоуровневые модели производств, объединяю-

щие несколько промыслов и комплексов перера-

ботки сырья. Каждый уровень может соответ-

ствовать установке, группе установок, заводу, 

крупному промысловому или заводскому ком-

плексу, и все уровни объединяются 

в единую блок-схему. Кроме этого, каждый про-

ект в GIBBS может иметь множество вариантов 

решений, отличающихся набором компонентов 

и технологическими параметрами. 

GIBBS — вычислительная программа, разра-

ботанная для Windows-платформ, имеет простой 

интерфейс. Программа тесно интегрирована с 

Microsoft Office, но имеет и альтернативный ге-

нератор отчетов в виде привычных электронных 

таблиц. Вся информация системы положена на 

реляционную основу и для доступа 

к ней используется хорошо зарекомендовавший 

себя на задачах подобного класса процессор баз 

данных Borland Database Engine. 

В итоге GIBBS — средство для повышения 

качества проектирования и эксплуатации нефтя-

ных и газоконденсатных месторождений, опре-

деления оптимальных технологических условий 

промысловой обработки, транспортировки и за-

водской переработки углеводородного сырья. 

3.4. FlexSim 
FlexSim — это программный пакет для ими-

тационного моделирования, разработанный 

FlexSim Software Products, Inc. В семейство про-

дуктов FlexSim входит система общего назначе-

ния FlexSim и система моделирования для здра-

воохранения FlexSim HC [22]. 

FlexSim используется в различных проектах 

моделирования, включающих как стандартные, 

так и гибкие производственные системы. При-

меры использования: оптимизация компонентов 

смеси при производстве кормов, планировании 

производственных линий, оптимизация сбороч-

ных линий электроники, планирование произ-

водства стали. FlexSim может использоваться 

для разработки компьютерных имитационных 

моделей для приложений Промышленности 4.0. 

FlexSim можно расширить с помощью C++, 

что позволяет интегрировать программное обес-

печение в системы, связанные с передачей дан-

ных в реальном времени. В одном исследовании 

FlexSim был интегрирован в динамическую си-

стему приложений, управляемую данными, для 
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автоматического создания имитационных моде-

лей с помощью языка XML [23]. 

Стандартная библиотека объектов FlexSim 

содержит объект робота с 6 осями, способный 

использовать как предварительно созданную ло-

гику движения, так и настраивать пути движе-

ния. FlexSim использовался для моделирования 

и анализа роботизированных ячеек в производ-

ственных условиях, включая динамическое пла-

нирование и управление роботизированной сбо-

рочной ячейкой. Стандартная библиотека объек-

тов также содержит объект крана, предназначен-

ный для имитации кранов с рельсовым управле-

нием, таких как козловые, мостовые или стрело-

вые краны. 

В апреле 2009 года компания FlexSim Soft-

ware Products, Inc. выпустила автономный про-

дукт для моделирования здравоохранения 

под названием FlexSim HC. Он был разработан 

как пакет моделирования, ориентированный 

на моделирование потоков пациентов и других 

процессов здравоохранения. На практике среда 

FlexSim HC используется организациями здра-

воохранения для оценки различных сценариев 

в их процессах и проверки сценариев перед реа-

лизацией. Среда использовалась в различных 

инициативах по улучшению ухода за пациен-

тами, в том числе в исследованиях для понима-

ния различных вариантов лечения в родовспомо-

жении и привлечения опытных медсестер для 

лечения несрочных пациентов. 

Во время пандемии COVID-19 FlexSim HC ис-

пользовался для анализа усилий по развертыва-

нию вакцинации и улучшения потока пациентов 

в пунктах вакцинации [24]. 

В качестве программного обеспечения 

для моделирования общего назначения FlexSim 

используется в ряде областей: 

- погрузочно-разгрузочные работы: конвей-

ерные системы, упаковка, складирование; 

- логистика и распределение: работа контей-

нерного терминала, проектирование цепочки по-

ставок, рабочий процесс распределительного 

центра, схема обслуживания и хранения и т. д.; 

- транспорт: транспортный поток на автома-

гистралях, пешеходный поток на транзитных 

станциях, координация морских судов, прохож-

дение таможни и т. д.; 

- прочее: процессы добычи полезных ископа-

емых, сетевое взаимодействие потоков данных и 

т. д. 

FlexSim включает в себя стандартную биб-

лиотеку объектов, каждый из которых содержит 

предварительно созданную логику и может вы-

полнять задачи для имитации ресурсов, исполь-

зуемых в реальных операциях. Объекты FlexSim 

делятся на 4 класса: класс фиксированных ре-

сурсов, класс исполнителя задач, класс узлов и 

класс визуальных объектов. FlexSim использует 

объектно-ориентированный дизайн. 

Логика модели FlexSim может быть постро-

ена с использованием очень небольшого количе-

ства компьютерного кода или вообще без него. 

Большинство стандартных объектов содержат 

набор раскрывающихся списков, окон свойств и 

триггеров, которые позволяют пользователю 

настраивать логику, необходимую для точной 

модели системы. FlexSim также включает ин-

струмент построения блок-схем для создания 

логики модели с использованием предвари-

тельно созданных блоков действий. 

Пользователи могут создавать модели, пере-

таскивая предопределенные 3D-объекты в «вид 

модели», чтобы компоновать и связывать мо-

дель. Опытные пользователи также могут зада-

вать и изменять параметры и поведение объек-

тов с помощью языков программирования 

FlexScript и C++. 

3.5. MATLAB 
MATLAB (сокращение от англ. «Matrix La-

boratory») — пакет прикладных программ для 

решения задач технических вычислений. Пакет 

функционирует на большинстве современных 

операционных систем [25].  

Язык MATLAB является высокоуровневым 

интерпретируемым языком программирования, 

включающим основанные на матрицах струк-

туры данных, широкий спектр функций, объ-

ектно-ориентированные возможности и интер-

фейсы к программам, написанным на других 

языках программирования. Основной особенно-

стью языка MATLAB являются его широкие воз-

можности по работе с матрицами. 

Программы, написанные на MATLAB, бы-

вают двух типов — функции и скрипты. Функ-

ции имеют входные и выходные аргументы, 

а также собственное рабочее пространство для 

хранения промежуточных результатов вычисле-

ний и переменных. Скрипты же используют об-

щее рабочее пространство. Как скрипты, 

так и функции сохраняются в виде текстовых 

файлов и динамически компилируются в машин-

ный код. Существует также возможность сохра-

нять т.н. pre-parsed программы — функции и 

скрипты, обработанные в удобный 

для машинного исполнения вид. В общем случае 

такие программы выполняются быстрее обыч-

ных. 

Пакет MATLAB включает различные интер-

фейсы (т.н. MATLAB API) для получения до-

ступа к внешним подпрограммам, написанным 

на других языках программирования, данным, 

клиентам и серверам, общающимся через техно-

логии Component Object Model или Dynamic 

Data Exchange, а также периферийным устрой-

ствам, которые взаимодействуют напрямую 
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с MATLAB. 

Для MATLAB имеется возможность созда-

вать специальные наборы инструментов, расши-

ряющие его функциональность. Наборы инстру-

ментов представляют собой коллекции функций 

и объектов, написанных на языке MATLAB для 

решения определённого класса задач. Компания 

Mathworks поставляет наборы инструментов, ко-

торые используются во многих областях, вклю-

чая следующие: 

- цифровая обработка сигналов, изображений 

и данных: Signal Processing Toolbox, DSP System 

Toolbox, Image Processing Toolbox, Wavelet 

Toolbox, Communications System Toolbox — 

наборы функций и объектов, позволяющих ре-

шать широкий спектр задач обработки сигналов, 

изображений, проектирования цифровых филь-

тров и систем связи; 

- системы управления: Control Systems 

Toolbox, Robust Control Toolbox, System Identifi-

cation Toolbox, Model Predictive Control Toolbox, 

Model-Based Calibration Toolbox — наборы 

функций и объектов, облегчающих анализ 

и синтез динамических систем, проектирование, 

моделирование и идентификацию систем управ-

ления, включая современные алгоритмы управ-

ления, такие как робастное управление, H∞-

управление, ЛМН-синтез, µ-синтез и другие; 

- финансовый анализ: Econometrics Toolbox, 

Financial Instruments Toolbox, Financial Toolbox, 

Datafeed Toolbox, Trading Toolbox — наборы 

функций и объектов, позволяющие быстро 

и эффективно собирать, обрабатывать и переда-

вать различную финансовую информацию; 

- анализ и синтез географических карт, вклю-

чая трёхмерные: Mapping Toolbox; 

- сбор и анализ экспериментальных данных: 

Data Acquisition Toolbox, Image Acquisition 

Toolbox, Instrument Control Toolbox, OPC 

Toolbox — наборы функций и объектов, позво-

ляющих сохранять и обрабатывать данные, по-

лученные в ходе экспериментов, в том числе 

в реальном времени. Поддерживается широкий 

спектр научного и инженерного измерительного 

оборудования; 

- визуализация и представление данных: Vir-

tual Reality Toolbox — позволяет создавать ин-

терактивные миры и визуализировать научную 

информацию с помощью технологий виртуаль-

ной реальности и языка VRML; 

- средства разработки: MATLAB Builder for 

COM, MATLAB Builder for Excel, MATLAB 

Builder for NET, MATLAB Compiler, HDL Coder 

— инструменты, позволяющие создавать неза-

висимые приложения из среды MATLAB; 

- взаимодействие с внешними программ-

ными продуктами: MATLAB Report Generator, 

Excel Link, Database Toolbox, MATLAB Web 

Server, Link for ModelSim — наборы функций, 

позволяющие сохранять данные различных ви-

дов таким образом, чтобы другие программы 

могли с ними работать; 

- базы данных: Database Toolbox — инстру-

менты работы с базами данных; 

- научные и математические пакеты: Bioinfor-

matics Toolbox, Curve Fitting Toolbox, Fixed-Point 

Toolbox, Optimization Toolbox, Global Optimiza-

tion Toolbox, Partial Differential Equation Toolbox, 

Statistics And Machine Learning Toolbox, RF 

Toolbox — наборы специализированных матема-

тических функций и объектов, позволяющие ре-

шать широкий спектр научных и инженерных за-

дач, включая разработку генетических алгорит-

мов, решения задач в частных производных, це-

лочисленные проблемы, оптимизацию систем и 

другие; 

- нейронные сети: Neural Network Toolbox — 

инструменты для синтеза и анализа нейронных 

сетей; 

- нечёткая логика: Fuzzy Logic Toolbox — ин-

струменты для построения и анализа нечётких 

множеств; 

- символьные вычисления: Symbolic Math 

Toolbox [26] — инструменты для символьных 

вычислений с возможностью взаимодействия 

с символьным процессором программы Maple. 

Помимо вышеперечисленных, существуют 

другие наборы инструментов для MATLAB, 

написанные сторонними компаниями и энтузиа-

стами. 

3.6. Simulink 
Simulink — среда динамического моделиро-

вания сложных технических систем и инстру-

мент для модельно-ориентированного проекти-

рования. Его основным интерфейсом является 

графический инструмент для построения диа-

грамм и настраиваемый набор библиотек бло-

ков. Он предлагает тесную интеграцию со сре-

дой MATLAB и может либо использовать 

MATLAB, либо создавать сценарии из него. Sim-

ulink широко используется в автоматическом 

управлении и цифровой обработке сигналов для 

многодоменного моделирования и проектирова-

ния на основе моделей. В сочетании 

с другими продуктами Simulink может автомати-

чески генерировать исходный код на языке C для 

реализации систем в режиме реального времени 

[27]. 

Simulink предназначен для моделирования 

и симуляции на системном уровне, что позво-

ляет проводить всестороннее исследование раз-

рабатываемой системы в единой среде проекти-

рования. Моделирование и симуляции позво-

ляют провести проверку поведения системы в 

критических условиях или аварийных сцена-

риях. 
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Тем самым происходит снижение затрат на доро-

гостоящие физические прототипы. Проверка си-

стемы осуществляется с помощью полунатур-

ного моделирования и быстрого прототипирова-

ния. 

Модели Simulink поддерживают автоматиче-

скую генерацию кода промышленного качества 

на языках С, C++ и HDL [28]. Результаты работы 

сгенерированного кода и модели идентичны. 

Следующим шагом является развертывание кода 

на целевом вычислителе или FPGA/ASIC. 

Simulink использует преимущества 

MATLAB. Алгоритмы, созданные в MATLAB, 

не требуется переделывать для повторного ис-

пользования в Simulink. Код MATLAB добавля-

ется в блок Simulink или диаграмму Stateflow без 

изменений. Так же MATLAB используется для 

создания наборов входных данных для симуля-

ций систем. Симуляции масштабируются на кла-

стеры для ускорения таких инженерных задач 

как перебор параметров или оптимизация, а за-

тем их результаты анализируются и визуализи-

руются в MATLAB. 

3.7. GNU Octave  
GNU Octave — свободная программная си-

стема с открытым исходным кодом для матема-

тических вычислений, использующая совмести-

мый с MATLAB язык высокого уровня [29]. 

Octave представляет интерактивный команд-

ный интерфейс для решения линейных 

и нелинейных математических задач, а также 

проведения других численных экспериментов. 

Кроме того, Octave можно использовать 

для пакетной обработки. Язык Octave оперирует 

арифметикой вещественных и комплексных ска-

ляров, векторов и матриц, имеет расширения для 

решения линейных алгебраических задач, 

нахождения корней систем нелинейных алгебра-

ических уравнений, работы с полиномами, ре-

шения различных дифференциальных уравне-

ний, интегрирования систем дифференциальных 

и дифференциально-алгебраических уравнений 

первого порядка, интегрирования функций на 

конечных и бесконечных интервалах. Этот спи-

сок можно расширить, используя язык Octave 

(или используя динамически загружаемые мо-

дули, созданные на языках C, C++, Фортран и 

др.). 

3.8. AnyLogic 
AnyLogic — инструмент имитационного мо-

делирования для бизнеса для получения деталь-

ного представления о бизнес-системах 

и процессах и их оптимизации [30]. 

AnyLogic позволяет хранить модели в облаке 

и интегрировать их с оперативными данными, 

проводить эксперименты и делиться результа-

тами с конечными пользователями, чтобы они 

могли сразу применять результаты моделирова-

ния для решения текущих задач. Модель 

в AnyLogic Cloud можно интегрировать в рабо-

чие процессы и использовать для создания циф-

ровых двойников. Для того, чтобы поделиться 

моделями с клиентами используется готовая об-

лачная среда, благодаря чему для их запуска не 

нужно устанавливать дополнительное ПО. В 

AnyLogic Cloud можно управлять доступом к 

моделям, обновлять их и создавать собственные 

интерфейсы для моделей. Пользователи могут 

настроить эксперименты с помощью интерак-

тивных панелей управления, посмотреть анима-

цию и получить результаты проведённых экспе-

риментов из общей базы данных. 

В AnyLogic Cloud можно систематизировать 

и редактировать данные экспериментов и сцена-

риев, включая версии моделей, параметры за-

пусков и результаты моделирования. Сервис 

также позволяет визуально сравнивать резуль-

таты экспериментов, в том числе разницу ключе-

вых показателей в разных прогонах. 

В облачной системе многопрогонные экспе-

рименты выполняются быстрее и эффективнее, 

чем на обычном персональном компьютере. Сер-

вис оперативно реагирует на потребности 

в вычислительных мощностях, подключая до-

полнительные узлы и ядра для выполнения экс-

периментов. Все эксперименты вместе со вход-

ными данными и результатами хранятся в об-

лаке. Если входные данные у запусков одина-

ковы, AnyLogic Cloud использует предыдущие 

результаты, ускоряя новый эксперимент и эко-

номя вычислительные ресурсы. 

Для визуализации результатов эксперимен-

тов в AnyLogic Cloud есть графики и диаграммы, 

включая продвинутые — например, диаграмма 

размаха, точечная диаграмма и диаграмма по-

верхности. 

4. Заключение 

Развитие информационных технологий при-

вело к использованию новых методов, таких как 

создание цифровых двойников или использова-

ние искусственного интеллекта. Изучение воз-

можностей применения этих методов является 

одним из направлений исследований. 

Использование мощных современных про-

граммных средств моделирования, включающих 

инструменты решения уравнений различного 

типа, позволяет существенно упростить разра-

ботку программных средств автоматизации тех-

нологических процессов. Создание моделей 

вместо использования реальных промышленных 

объектов снижает трудозатраты, стоимость и 

безопасность разработки. 

В вышеприведенном обзоре рассмотрены как 
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классические, так и новые методы моделирова-

ния в разных видах деятельности, включая про-

изводство, медицину и бизнес-процессы. Опи-

сано использование различных математических 

пакетов и систем создания цифровых двойников. 

Отдельно отмечены проекты с открытым исход-

ным кодом. 

Существуют и другие программные про-

дукты для решения различных задач моделиро-

вания, однако, они выходят за рамки данного об-

зора. 

Публикация выполнена в рамках государ-

ственного задания по проведению фундамен-

тальных исследований по теме «Исследование и 

реализация программной платформы для пер-

спективных многоядерных процессоров» 

(FNEF-2022-002). 

 

Overview of existing solutions in the field of 

technological process modeling 

Yaroslav Zotov 

Abstract. The article contains an overview of some existing modeling solutions in some industries. Definitions 

of digital twins are given. Descriptions of programs implementing the functionality of digital twins, including open 

source solutions, are given. Some mathematical solutions are described. 
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