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Аннотация. Рассматривается задача планирования работ, выполняемых на многопроцессорной си-

стеме. Работы характеризуются директивными интервалами и неопределенными длительностями, которые мо-

гут принимать значения из заданных интервалов, образующих многомерный параллелепипед. Предлагается 

алгоритм разбиения этого параллелепипеда на подмножества, для каждого из которых допустимое расписание 

имеет неизменную структуру. 
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1. Введение 

Одно из неотъемлемых требований, предъяв-

ляемых к вычислительным системам реального 

времени, заключается в том, что каждая работа 

должна выполняться в своем директивном ин-

тервале, т.е. начаться не ранее и завершиться не 

позднее строго определенных моментов вре-

мени. Поэтому при разработке и сопровождении 

таких систем возникают различные задачи пла-

нирования работ и составления расписаний, удо-

влетворяющих определенным временным кри-

териям. По данной тематике имеется большое 

число публикаций. Так, например, в [1, 2] иссле-

дованы различные классические задачи плани-

рования работ и составления расписаний (обслу-

живание с заданными директивными сроками, 

задачи на быстродействие, на минимизацию 

суммарного и максимального временного сме-

щения). В [3–5] задачи составления расписаний 

в вычислительных системах реального времени 

исследованы с помощью конечных автоматов с 

остановкой таймера и временных диаграмм. В 

[6] предлагаются точные и приближенные алго-

ритмы решения некоторых NP-трудных задач на 

быстродействие и минимизацию максимального 

временного смещения для одного и нескольких 

приборов. В [7, 8] рассмотрены задачи составле-

ния многопроцессорных расписаний без преры-

ваний и переключений с нефиксированными 

длительностями. Положив в основу исследова-

ний метод “ветвей и границ”, авторы разрабо-

тали алгоритм построения многогранников 

устойчивости расписаний, в каждом из которых 

расписание имеет неизменную структуру. Это 

позволяет существенно сократить вычисления, 

выполняемые в реальном масштабе времени. В 

[9, 10] некоторые задачи планирования работ 

сведены к минимаксным задачам. В [11] предло-

жен псевдополиномиальный алгоритм решения 

задачи построения оптимального по быстродей-

ствию расписания исполнения заданий с логиче-

скими условиями предшествования. В этой за-

даче для каждого задания дан список его непо-

средственных предшественников, а также число 

завершенных непосредственных предшествен-

ников, необходимое для начала его выполнения. 

Задача сведена к циклической игре. В [12– 14] 

предполагается, что для выполнения заданий ис-

пользуется неоднородный комплекс ресурсов  

возобновляемых и невозобновляемых. Для по-

строения допустимых расписаний с прерывани-

ями разработана сетевая потоковая модель. Ре-

шение исходной задачи сведено к поиску потока 

в этой модели. 

В настоящей статье рассматривается задача 

эффективного планирования работ (заданий) в 

многопроцессорной системе в реальном мас-

штабе времени. Предполагается, что в ходе про-

ведения некоторого эксперимента необходимо 

выполнить определенную совокупность зада-

ний. Каждое задание характеризуется фиксиро-

ванным директивным интервалом и нефиксиро-

ванной длительностью, которая может прини-

мать целые значения из заданного временного 

интервала. Совокупность таких интервалов об-

разует многомерный параллелепипед, каждая 

точка которого определяет некоторый вектор 

длительностей выполнения работ, который ста-

новится известным только в ходе проведения 

эксперимента, т.е. в реальном масштабе вре-

мени. Поэтому предлагается проводить расчет 

расписаний заранее, т.е. до проведения экспери-

мента, для всевозможных значений длительно-

стей заданий. Однако, при большом числе работ 

сделать это практически невозможно, поскольку 
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число различных векторов длительностей растет 

экспоненциально с  ростом числа заданий. За-

дача заключается в том, чтобы разбить указан-

ный выше параллелепипед на области, внутри 

каждой из которых расписание не изменяет 

своей структуры. Это позволит для каждой такой 

области вычислять расписание только в какой-

нибудь одной точке. В то же время, число таких 

областей должно быть существенно меньше 

числа целочисленных точек параллелепипеда. 

2. Постановка задачи 

Комплекс работ (заданий) 𝑊 = {1, 2, … , 𝑛} , 
занумерованных от 1 до n, выполняется на m-

процессорной системе. Каждое задание 𝑖 ∈ 𝑊 

характеризуется директивным интервалом 

[𝑐𝑖 , 𝑑𝑖] и длительностью 𝑡𝑖, которая может при-

нимать натуральные значения из интервала 

[𝑡𝑖
1, 𝑡𝑖

2], 𝑡𝑖
1, 𝑡𝑖

2 ∈ 𝑁, 𝑖 = 1, 𝑛, N–множество нату-

ральных чисел. Пусть 𝑁𝑖 = {𝑡𝑖
1, 𝑡𝑖

1 + 1, . . . , 𝑡𝑖
2} – 

возможные значения длительностей задания 𝑖 ∈
𝑊, 0 = 𝑁1 × 𝑁2 × … × 𝑁𝑛. Предполагается, 

что проводится некоторый эксперимент (напри-

мер, испытание самолета), в ходе которого вы-

числяются некоторые параметры, от которых за-

висят длительности выполнения заданий. Таким 

образом, характеристики работ становятся из-

вестными только в ходе проведения экспери-

мента, т.е. в режиме реального времени. Основ-

ная задача, которую требуется решить – это со-

ставить допустимое расписание выполнения за-

даний W (т.е. такое расписание, при котором 

каждая работа 𝑖 ∈ 𝑊 выполняется строго в 

своем директивном интервале [𝑐𝑖 , 𝑑𝑖]) или опре-

делить, что такого расписания не существует. 

Есть несколько путей решения этой задачи. Пер-

вый – строить расписание в режиме реального 

времени, т.е. сразу после того, как станут извест-

ными длительности выполнения работ. Однако, 

это может привести к существенным временным 

задержкам при проведении эксперимента. Вто-

рой подход заключается в предварительном (до 

проведения эксперимента) построении расписа-

ния для каждого целочисленного временного 

вектор (𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛) ∈ 0. Однако, число таких 

векторов, равное ∏ 𝑇𝑖
𝑛
𝑖=1 , (𝑇𝑖 = 𝑡𝑖

2 − 𝑡𝑖
1), может 

быть очень велико, что делает невозможным и 

этот подход. Мы предлагаем разбить множество 

0 на подмножества (число которых суще-

ственно меньше числа точек в 0), такие, что в 

пределах каждого такого подмножества струк-

тура допустимого расписания остается неизмен-

ной. В этом случае его можно будет вычислять 

до проведения эксперимента для одного времен-

ного вектора из каждого подмножества. 

Для фиксированного временного вектора 

(𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛) ∈ 0 допустимое расписание мо-

жет быть найдено с помощью известных алго-

ритмов. Например, c помощью псевдополиноми-

ального алгоритма в случае, когда работы не до-

пускают прерываний и переключений с одного 

процессора на другой, а число процессоров фик-

сировано [15]. Для случая, когда работы допус-

кают прерывания и переключения, может быть 

использован полиномиальный алгоритм, осно-

ванный на построении сетевой модели и поиске 

максимального потока в ней [1, 16]. Вычисли-

тельная сложность указанных алгоритмов со-

ставляет 𝑂(𝑛𝑇𝑚) и 𝑂(𝑝𝑛3) соответственно, где 

𝑇 = max
𝑖=1,𝑛

𝑇𝑖 , m–число процессоров, p–число раз-

личных типов процессоров. 

3. Разбиение множества 𝟎 на 

подмножества 

Независимо от того, какая именно задача со-

ставления расписания рассматривается, для τ ∈
0 введем обозначения: 𝑓(𝜏) = 0, если допусти-

мого расписания не существует, и 𝑓(𝜏) = 1 в 

противном случае, и пусть 𝑅(𝜏)–допустимое 

расписание, построенное для временного век-

тора 𝜏. Иными словами, предполагается, что 

имеется некоторая программа 𝑃(𝜏), позволяю-

щая для каждого временного вектора τ ∈ 0 ре-

шать задачу поиска допустимого многопроцес-

сорного расписания с директивными интерва-

лами. 

У т в е р ж д е н и е 1. Если (𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛) ∈
0 и 𝑓(𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛) = 0, то 𝑓(𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) = 0 

для (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ 0, где 𝑎𝑗 ≥ 𝜏𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, если 

для некоторого временного вектора 𝜏 =
(𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛) ∈ 0 допустимого расписания не 

существует, то и для вектора, компоненты кото-

рого не меньше компонент вектора 𝜏, его также 

не существует. 

У т в е р ж д е н и е 2. Если (𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛) ∈
0 и 𝑓(𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛) = 1, то 𝑓(𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) = 1 

для (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) ∈ 0, где 𝑏𝑗 ≤ 𝜏𝑗, 𝑗 = 1, 𝑛. 

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, если 

для некоторого временного вектора 𝜏 =
(𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛) ∈ 0 допустимое расписание су-

ществует, то и для вектора, компоненты которого 

не превосходят компонент вектора 𝜏, оно также 

существует. Отметим также, что если в расписа-

нии для каждого задания указывать процессоры, 

которые его выполняют, и соответствующие вре-

менные интервалы, то для вектора (𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) 

можно использовать то же расписание, которое 

построено для вектора (𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛), т.е. распи-

сание с той же структурой. Отличие заключается 

только в том, что в расписании 𝑅(𝑏1, 𝑏2, … , 𝑏𝑛) 
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некоторые работы могут завершаться раньше, 

чем в расписании 𝑅(𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛). 

Пусть 𝜏𝑖
0– ближайшее целое к величине 

(𝑡𝑖
2 − 𝑡𝑖

1)/2, 𝑖 = 1, 𝑛. Фиксируем произвольное 

𝑘, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛, и рассмотрим функцию 

𝑓(𝜏1
0, … , 𝜏𝑘−1,

0 𝜏𝑘 , 𝜏𝑘+1
0 , … , 𝜏𝑛

0) , 𝜏𝑘𝜖[𝑡𝑘
1, 𝑡𝑘

2] ∩ 𝑁, как 

функцию одной переменной 𝜏𝑘. С помощью ди-

хотомической процедуры деления отрезка 

[𝑡𝑘
1, 𝑡𝑘

2] пополам найдем 𝜏𝑘
0 ∈ [𝑡𝑘

1, 𝑡𝑘
2] ∩ 𝑁, такое, 

что 𝑓(𝜏1
0, … , 𝜏𝑘−1,

0 𝜏𝑘
0, 𝜏𝑘+1

0 , … , 𝜏𝑛
0) = 1, 

𝑓(𝜏1
0, … , 𝜏𝑘−1,

0 𝜏𝑘
0 + 1, 𝜏𝑘+1

0 , … , 𝜏𝑛
0) = 0. Отметим, 

что при этом число обращений к программе 𝑃(𝜏) 

составляет 𝑂(log 𝑇). 

В результате, в силу утверждения 2 получим, 

что 

                 𝑓(𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛) = 1                       (1) 

при 𝜏𝑗 ≤ 𝜏𝑗
0, 𝑗 = 1, 𝑛, и для временного век-

тора (𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛) можно использовать расписа-

ние, построенное для вектора (𝜏1
0, 𝜏2

0, … , 𝜏𝑛
0). 

Кроме того, в силу утверждения 1 

                𝑓(𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛) = 0                        (2) 

при 𝜏𝑗 ≥ 𝜏𝑗
0, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑗 ≠ 𝑘; 𝜏𝑘 ≥ 𝜏𝑘

0 + 1. 

Из (1), (2) следует, что множество временных 

векторов 0 разбилось на четыре подмножества: 

1
1,1

2,1

1
,1

2
 со следующими характеристи-

ками. 

1) Для множеств 1
1 и 1

2 вопрос о существо-

вании допустимого расписания остается откры-

тым. 

2) 𝑓(𝜏) = 1 при 𝜏 ∈ 1

1
, т.е. для 𝜏 ∈ 1

1
 допу-

стимое расписание существует и имеет такую же 

структуру, как и для вектора (𝜏1
0, … , 𝜏𝑘

0, … , 𝜏𝑛
0). 

3) 𝑓(𝜏) = 0 при 𝜏 ∈ 1

2
, т.е. для 𝜏 ∈ 1

2
 допу-

стимого расписания не существует. 

Таким образом, в результате указанных выше 

действий для половины временных векторов из 

0 (т.е. для 𝜏 ∈ 1

1
∪ 1

2
) вопрос о существова-

нии допустимого расписания и его построении в 

случае положительного ответа будет решен. Во-

прос остается открытым для двух множеств – 

1
1 и 1

2, суммарное количество целочисленных 

векторов в которых вдвое меньше числа векто-

ров в 0. Далее, каждое из множеств 1
1 и 1

2 де-

лим на два подмножества аналогично тому, как 

это делалось для 0. В результате, 1
1 разобьется 

на четыре подмножества 2
1 ,2

2,2

1
,2

2
, такие, 

что 𝑓(𝜏) = 1 при 𝜏 ∈ 2

1
, 𝑓(𝜏) = 0 при 𝜏 ∈ 2

2
, 

т.е. вопрос о существовании и построении допу-

стимого расписания для подмножеств 2

1
 и 2

2
 

будет решен, а для 2
1  и 2

2 останется открытым.  

Аналогично, 1
2 также разобьется на четыре 

подмножества 2
3,2

4,2

3
,2

4
, такие, что для 

2

3
 и 2

4
 вопрос о существовании и построении 

допустимого расписания будет решен, а для 

2
3 и 2

4останется открытым. При этом |2
1| +

|2
2| + |2

3| + |2
4|=0.5(|1

1| + |1
2|), т.е. число 

векторов из 0, для которых вопрос о существо-

вании допустимого расписания остается откры-

тым, после каждой операции деления на под-

множества сокращается вдвое. Продолжим этот 

процесс для подмножеств 2
1 ,2

2,2
3,2

4 и далее 

для вновь образовавшихся подмножеств, для ко-

торых вопрос о существовании допустимого 

расписания остался открытым. Указанный про-

цесс будет завершен, когда для каждого τ ∈ 0 

вопрос о существовании и построении допусти-

мого расписания будет решен. 

Таким образом, на каждом шаге указанного 

выше процесса деления множества 0 на под-

множества число векторов τ ∈ 0, для которых 

вопрос о существовании допустимого расписа-

ния остается открытым, сокращается вдвое, а 

число подмножеств, содержащих эти вектора, 

увеличивается вдвое. Для каждого такого под-

множества вычислительная сложность дихото-

мической процедуры составляет 𝑂(log 𝑇). 
Будем предполагать, что все вектора τ ∈ 0 

равновероятны. Пусть S – это вычислительная 

сложность программы 𝑃(𝜏) построения допу-

стимого расписания 𝑅(𝜏). Если фиксировать не-

которое 𝑟 ∈ 𝑁 и остановиться после выполнения 

r шагов процедуры деления множества 0 на 

подмножества (включая расчет допустимого 

расписания, когда оно существует), то вычисли-

тельная сложность такой процедуры составит 

𝑂(2𝑟𝑆 log 𝑇). При этом  вероятность того, что до 

проведения эксперимента расписание не было 

построено и его необходимо будет находить в ре-

альном масштабе временив, т.е. в ходе проведе-

ния эксперимента, составляет 1/2𝑟 . В то же 

время, вычислительная сложность процедуры 

построения допустимого расписания для всех 

векторов τ ∈ 0 составляет𝑂(𝑆𝑇𝑛). Учитывая, 

что T и n могут достигать больших значений, 

можно подобрать такое 𝑟0, при котором 

2𝑟0𝑆 log 𝑇 ≪ 𝑆𝑇𝑛, а величина 1/2𝑟0  достаточно 

мала. Иными словами, при 𝑟 = 𝑟0 вычислитель-

ная сложность предложенной процедуры много 

меньше вычислительной сложности полного пе-

ребора векторов τ ∈ 0. В то же время, вероят-

ность того, что при проведении эксперимента 

возникнет необходимость в расчете допустимого 

расписания 𝑅(𝜏), достаточно мала. 

4. Заключение 

Исследована задача построения допустимого 

многопроцессорного расписания для совокупно-
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сти работ с заданными директивными интерва-

лами и нефиксированными длительностями. 

Разработан метод предварительного (до прове-

дения эксперимента в реальном масштабе вре-

мени) расчета расписаний, вычислительная 

сложность которого существенно меньше вы-

числительной сложности полного перебора всех 

возможных векторов длительностей. При этом 

существует небольшая вероятность того, что 

возникнет необходимость в расчете допустимого 

расписания в реальном масштабе времени. 
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